Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

1. Pojecia ogodlne
Definicja 1. Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazywamy rownanie
F(x, y(x), y'(x))=0, ey

gdzie y(x) jest funkcjg niewiadomg, a y'(x) = ? , jest pochodng funkcji y(x) .
X

Niech D C R? jest obszarem i niech funkcja f(x,y) jest okreslona i ciggta w obszarze D .
Definicja 2. Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego rozwigzanym wzgledem
pochodnej nazywamy réwnanie

Do py. @

dx
Roéwnanie rézniczkowe (1) lub (2) moze by¢ zapisane w postaci symetrycznej

P(x, y)dx+Q(x,y)dy =0,

gdzie P(x,y), Q(x,y) sa funkcjami ciggtymi w D.
Niech X R oznacza jeden z przedziatéw postaci (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]. Zaktadamy rowniez,
ze X moze by¢ przedziatem nieograniczonym.
Definicja 3. Funkcje r6zniczkowalna ¢ : X — R nazywamy rozwigzaniem réwnania (1) lub (2), jezeli
dla kazdegox€ X punkt (x, ¢o(x)) €D oraz po podstawieniu y=(x) do réwnania (1) lub (2)
zamienia go w tozsamos¢.
Definicja 4. Funkcje postaci y=@(x, C), gdzie C jest dowolna stala, nazywamy rozwigzaniem
ogolnym réwnania (1) lub (2), jezeli dla kazdej okre§lonej wartosci parametru C funkcja y = ¢(x) jest
rozwigzaniem réwnania (1) lub (2).
Definicja 5. Rozwigzaniem szczegolnym rownania (1) lub (2) nazywamy kazde rozwiazanie
y=(x, C,) otrzymane z rozwigzania ogélnego poprzez nadanie parametrowi C wartosci C,.
Definicja 6. Rozwigzaniem osobliwym réwnania (1) lub (2) nazywamy takie rozwigzanie, ktore nie
mozna otrzymac¢ z rozwiazania ogdlnego przy zadnej wartosci parametru C .
Niech punkt (x,, y))€D .

Definicja 7. Réwnanie (1) lub (2) z warunkiem
y(xo) =Y (3)

nazywamy zagadnieniem poczgtkowym lub zagadnieniem Cauchy’ego.

Definicja 8. Rozwigzanie rownania (1) lub (2) y=(x), ktére spetnia warunek (3) nazywamy
rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego (zagadnienia Cauchy’ego) dla rownania (1) lub (2).

2. Réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Definicja 9. Rownanie r6zniczkowe zwyczajne, ktére mozna zapisa¢ w postaci
d
L fg) )
dx

nazywamy rownaniem o zmiennych rozdzielonych.

Niech funkcje f(x) i g(y) sa ciaglte odpowiednio na przedzialach X CR i Y CR. Zalézmy, ze
g(y) =0 dlakazdego x € X . Wtedy rownanie (4) mozna zapisa¢ formalnie w postaci



Ldy = f(x)dx
g(y)

i scatkowac obie strony rownania. Zatem mamy
i:ff(x)dijC,
g(y)
gdzie C jest dowolng stala rzeczywista. Stad po obliczaniu calek otrzymujemy rozwiazanie ogdlne
rOéwnania (4).
Uwaga. Réwnanie o zmiennych rozdzielonych w formie symetrycznej ma posta¢
J () g(y)dy + p(x)h(y)dx=0.
Przyklad 1. Rozwigza¢ rownanie
dy
=
Rozwiazanie. Poniewaz e’ =0 dla kazdego y € R, wigc rownanie (5) mozna zapisa¢ w postaci

e Vsinx. ®))

e’ dy =sinxdx.

feydy:fsinxdx,

e’ =—cosx+C.

Zatem mamy

Wigc funkcja postaci

y(x)=In(—cosx+C),
gdzie C jest dowolng stala, jest rozwigzaniem réwnania (5).
Przyklad 2. Rozwigza¢ rownanie

x’ydx 4+ x’dy =0. (6)
Rozwigzanie. Niech x°y = 0. Wtedy rozdzielajac zmienne mamy
dx d
ax + @y =0.
Xy

d d
[ e,
X y
Po catkowaniu otrzymamy

In|x|+In|y|=1In|C|, gdzie C,=In|C]|.

Zatem

Stad

xy=C,
gdzie C jest dowolng stala rzeczywista rézng od zera.
Tak wiec rozwigzanie ogdélne réwnania (6) ma postaé

yo=C.
X

Zauwazmy, ze x=0 jest réwniez rozwigzaniem réwnania (6). Ponadto rozwiazania tego nie da si¢
otrzymac z rozwigzania ogdlnego dla zadnej wartosci C , co oznacza, ze jest to rozwigzanie osobliwe.
Natomiast y =0 jest rozwigzaniem szczegdlnym, bo rozwigzanie to mozna otrzyma¢ z rozwigzania
ogolnego, jezeli przypiszemy parametrowi C warto$¢ 0.

Przyklad 3. Rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego
e’ dx—(1+ex>ydy:0, @)

y(0)=1. ®)



Rozwiazanie. Zapiszemy rownanie (7) w postaci

X

ydy = dx .

1+e*
Calkujac obustronnie dostajemy

ex
d :f dx .
fyy 1+¢*

y?z—ln(l—i—ex)—l—C.

Zatem

Stad podstawiajac otrzymane rozwigzanie do warunku (8) mamy

l:ln2+C.
2
Wtedy
C:l—an.
2

Tak wigc rozwigzanie szczegdlne naszego réwnania (7) spetniajace warunek (8) ma postaé
2
Y m(14e)-n241.
2 2

Po prostych przeksztatceniach otrzymamy rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego postaci
y= /1+2ln 1+2€ .

ﬂ:f(ax—i-by—i-c), 9)
dx

Roéwnanie typu

gdzie a,b,ceR i b=0, sprowadza si¢ do rOwnania o zmiennych rozdzielonych, jezeli dokonamy
podstawienia
t=ax+by+c.
Poniewaz
dx dx
wiec
d
dy_ l[ﬂ _ a] .
dx bldx

Podstawiajac do réwnania (9) otrzymamy

1(dt
—|——al|=f().
, [ I @)
Zatem rozdzielajac zmienne mamy
dt = (bf (t) +a)dx,
_dr
bf (t)+a

Calkujac stronami otrzymamy rozwigzanie ogélne w postaci

dt
x_fbf(t)+a+c



Przyklad 4. Rozwigza¢ rownanie

d
D xty+2. (10)
dx
Rozwigzanie. Stosujac podstawienie
t=y+x+2
i r6zniczkujgc mamy
dy _dr
de dx
Podstawiajac do réwnania (10) otrzymamy
LR
dx
Rozdzielajac zmienne mamy
. =dx.
t+1
Stad
. = f dx .
t+1
Calkujac mamy

In[t+1|=x+In|C|,
t+1=Ce".
Wracajac do zmiennej y otrzymujemy rozwigzanie ogélne rownania (10) postaci
y+x+2+1=Ce",
y=Ce"—x—3.

3. Rownanie rézniczkowe jednorodne

Definicja 10. Funkcja f(x,y) jest jednorodng w D € R, jezeli dla kazdego punktu (x,y)€ D 1idla
dowolnego A€ R, A =0, spetlniony jest warunek

JQAx, Ay)= f(x,y).

Przyklad 5. Funkcja f(x,y) = % jest jednorodna, poniewaz dla kazdego A € R\ {0} mamy
X Ty

2AxAy 2\ xy
A0’ + Ay N +y7)
Definicja 11. Réwnanie (2) nazywamy jednorodnym, jezeli funkcja f(x,y) jest jednorodna.

Réwnanie jednorodne mozna sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych rozdzielonych stosujac standardowe
podstawienie

JQx, Ay)= =f(xy).

t=2 lub y=1Ix.

X
Stad r6zniczkujagc mamy
dx dx

Podstawiajac do réwnania jednorodnego (2) otrzymamy
dt
x—+t=g(1),
I 40

gdzie g(¢#)= f(l, t). Rozdzielajac zmienne mamy



di —_ dx
g(t)—t Cox
Otrzymane réwnanie jest, wiec rdwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Zauwazmy réwniez, ze jezeli
funkcja t = p(x, C) jest rozwigzaniem ogélnym tego rownania, to wtedy funkcja y = xp(x, C) bedzie
réwniez rozwigzaniem ogélnym réwnania (2).
Przyklad 6. Rozwiaza¢ réwnanie

ﬂ_ 2xy

Y

dc x> —y*’

Rozwigzanie. Rownanie (11) jest jednorodne (przyktad 5). Wigc stosujemy standardowe podstawienie

Podstawiajac powyzsze réwnosci do réwnania (11) mamy

dt 2t
t+x—= 5 -
dx 1—t

Stad
dr 1471

de 1—+*

Rozdzielajac zmienne otrzymamy
dx _ 1-r

X (C+1)

-7
f@:f .
X 1t +1)
Stad po catkowaniu dostaniemy
In|x|=In|t|-In|t* +1]+In]|C].

>

Zauwazmy, ze catke po prawej stronie obliczamy rozktadajac funkcje podcatkowa na utamki proste.
Zatem rozwigzanie ogdélne ma postaé

X’ +1)
==
Powracajac do zmiennej y dostajemy rozwigzanie ogélne réwnania (11) w postaci uwiktanej
X +y'=Cy, C=0.
Ponadto funkcja y =0 jest réwniez rozwigzaniem réwnania (11). Wedtug definicji 6 jest to rozwiagzanie
osobliwe.

C.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych oraz réwnania innych typéw, ktére
mozna do nich sprowadzi¢:

dy
1. 2x* L=y
dx Y
2. 2yﬁ1:1—3x%
dx
3. (1+y)dx—(1-x)dy=0;
4. [ydx+xdy=0;



i

e'(l+e’)dx=e"(1+¢e")dy;
6. cosxsin ydy = cos ysin xdx ;

7. ﬂ:ery+3;
dx

d
8. L=t
dx
dy _
dx 2x+y

+2x+y—2;

Rozwigza¢ réwnania rézniczkowe jednorodne:
10, D2ty
dx x—y

42
1 D2y,
dx X

12. (y—2x)dy =Qy+x)dx;

Rozwiaza¢ zagadnienia Cauchy’ego:

13. (¥ 1)%+2xy2 =0, y(0)=1;
x

14. xX’dx+ ydy =0, y(0)=1;
15. (1+x>)dy —2x(y+3)dx=0,  y(0)=-1;

16. ctgxﬂer:Z, y0)=-1;
dx
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